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Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è èìåþò ñâîèì ïðîòîòèïîì èçâåñòíóþ òðóä-
íîðåøàåìóþ çàäà÷ó êîììèâîÿæ¼ðà. Äîïóñêàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ïðåä-
øåñòâîâàíèÿ è ôóíêöèè ñòîèìîñòè ñ çàâèñèìîñòüþ îò ñïèñêà çàäà-
íèé.
Èññëåäóþòñÿ çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè, îðèåíòèðîâàííûå íà ïðîáëå-

ìû òðàíñïîðòíûõ ïåðåâîçîê ñ âîçîáíîâëÿåìûìè ðåñóðñàìè. Çàäà-
íà ñèñòåìà ìåãàïîëèñîâ, îïðåäåëÿåìûõ â âèäå íåïóñòûõ êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ, î÷åðåäíîñòü ïîñåùåíèÿ êîòîðûõ îïòèìèçèðóåòñÿ íàðÿäó
ñ îïòèìèçàöèåé ñàìîé òðàåêòîðèè ïîñåùåíèÿ, à òàêæå òî÷êè ñòàð-
òà â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åíèé â âèäå íåðàâåíñòâ íà îöåíêè âíåøíèõ
ïåðåìåùåíèé.
Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò âîçíèêàòü â àâèàöèîííîé ëîãèñòèêå è ñî-

îòâåòñòâîâàòü òðåáîâàíèÿì ê äàëüíîñòè áåñïîñàäî÷íîãî ïåðåëåòà.
Ïðåäëîæåí ïîäõîä íà îñíîâå øèðîêî ïîíèìàåìîãî äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ) ïðè èñïîëüçîâàíèè øòðàôîâ â óñëîâèÿõ àä-
äèòèâíîãî àãðåãèðîâàíèÿ çàòðàò.



Ïðè îùóòèìîé ðàçìåðíîñòè âîçíèêàþùåé çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè
èñïîëüçóåòñÿ äåêîìïîçèöèÿ ñ ïîýòàïíûì îáñëóæèâàíèåì êëàñòåðîâ,
ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ðåøåíèå çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Ïî ïîñòàíîâ-
êå äîïóñêàþòñÿ è èíûå îãðàíè÷åíèÿ � óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ; äî-
ïóñêàåòñÿ òàêæå ïðèìåíåíèå ôóíêöèé ñòîèìîñòè ñ çàâèñèìîñòüþ îò
ñïèñêà ïðåäñòîÿùèõ çàäàíèé. Ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé àëãîðèòì íà-
õîæäåíèÿ êîìïîçèöèîííîãî ðåøåíèÿ; îí ðåàëèçîâàí íà ìíîãîÿäåð-
íîé ÏÝÂÌ, ïðîâåäåí îáøèðíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò.



Ïðèìåð. 4 êëàñòåðà ïî 25 ìåãàïîëèñîâ è 17 àäðåñíûõ ïàð â êàæ-
äîì. Ìåãàïîëèñû � êðóãè ðàäèóñà 3 êì, 8 ïîðòîâ. Òî÷êà ñòàðòà âû-
áèðàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêå, îïðåäåëÿåìîì òî÷êàìè (0,0), (0,290),
(300,290), (300,0) êì. ñ øàãîì â 10 êì.

Ðèñ 1. Óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ïîñðåäñòâîì
àäðåñíûõ ïàð.



Ïðèìåð. Ïåðâûé âàðèàíò ðàñ÷¼òà, ïðè ïðåâûøåíèè äèñòàíöèè â
50 êì. èñïîëüçóåòñÿ øòðàô 1000000.
Ðåçóëüòàò ñ÷åòà: 1002774,5 êì. Âðåìÿ ñ÷åòà: 33 ñåê. Êîîðäèíàòû íàé-
äåííîé òî÷êè ñòàðòà (0,170) êì.

Ðèñ 2. Ïåðâûé âàðèàíò âû÷èñëåíèé.



Ïðèìåð. Âòîðîé âàðèàíò ðàñ÷¼òà, ïðè ïðåâûøåíèè äèñòàíöèè â
55 êì. èñïîëüçóåòñÿ øòðàô 1000000. Ðåçóëüòàò ñ÷åòà: 2747,8 êì.
Âðåìÿ ñ÷åòà: 31 ñåê. Êîîðäèíàòû íàéäåííîé òî÷êè ñòàðòà (0,170) êì.

Ðèñ 3. Âòîðîé âàðèàíò âû÷èñëåíèé.



Îáùåìàòåìàòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

Ìíîæåñòâó H ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî P(H) âñåõ ïîäìíîæåñòâ

(ï/ì) H , P ′(H)
△
= P(H) \ {∅}; Fin(H) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïó-

ñòûõ êîíå÷íûõ ï/ì H , Fin(H) ⊂ P ′(H). Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå [17,
ñ.17] ñîãëàøåíèå: äëÿ ëþáûõ òðåõ ìíîæåñòâ A, B è C ïîëàãàåì

A × B × C
△
= (A × B) × C; òîãäà ïðè s ∈ A × B è t ∈ C (s, t) =

(s1, s2, t) ∈ A × B × C, ãäå s1
△
= pr1(s) è s2

△
= pr2(s). Äâóì ìíî-

æåñòâàì P è Q ñîïîñòàâëÿåì QP △
= {g ∈ P(P × Q) | ∀ p ∈

P ∃! q ∈ Q : (p, q) ∈ g} (ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç P â Q).
Åñëè A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà, C ∈ P ′(A) è φ ∈ BA, òî

φ1(C)
△
= {φ(x) : x ∈ C} ∈ P ′(B) è (φ | C)

△
= (φ(x))x∈C ∈ BC

(îáðàç C ïðè äåéñòâèè φ è ñóæåíèå φ íà ìíîæåñòâî C).



Êàê îáû÷íî, R+
△
= {ξ ∈ R | 0 ⩽ ξ} (R � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ);

R+[H ]
△
= (R+)

H äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà H åñòü ìíîæå-
ñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ (â/ç) ôóíêöèé íà

H . Ïîëàãàåì N △
= {1; 2; . . .} è N0

△
= {0} ∪ N = {0; 1; 2; . . .}; ïðè

p ∈ N0 è q ∈ N0

p, q
△
= {k ∈ N0 | (p ⩽ k)&(k ⩽ q)} ∈ P(N0)

Íåïóñòîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó K ñîïîñòàâëÿåòñÿ åãî ìîùíîñòü
|K| ∈ N, à òàêæå (íåïóñòîå êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî (bi)[K] âñåõ áèåê-

öèé äèñêðåòíîãî èíòåðâàëà (ÄÈ) 1, |K| íà ìíîæåñòâî K; |∅| △
= 0.

×åðåç (Bi)[H ] îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê íåïóñòîãî
ìíîæåñòâà H . ßñíî, ÷òî ïðè m ∈ N â âèäå (bi)[1,m] èìååì ìíîæå-
ñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ÄÈ 1,m; ïðè α ∈ (bi)[1,m] ïîëàãàåì def, ÷òî
α−1 ∈ (bi)[1,m] åñòü ïåðåñòàíîâêà, îáðàòíàÿ ïî îòíîøåíèþ ê α. Ïå-
ðåñòàíîâêè òàêîãî òèïà íàçûâàåì ìàðøðóòàìè. Êîðòåæåì èìåíóåì
ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà íåïóñòîì ï/ì N0.



Ñïåöèàëüíûå ïîíÿòèÿ è îáîçíà÷åíèÿÔèêñèðóåì íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî X è X0 ∈ Fin(X) â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ òî÷åê
ñòàðòà. Ïóñòü n ∈ N, n ⩾ 4

(1) M1 ∈ Fin(X), ...,Mn ∈ Fin(X);

ìíîæåñòâà (1) èìåíóåì ìåãàïîëèñàìè (ì/ï); êðîìå òîãî, ôèêñèðóåì
îòíîøåíèÿ (ñì.[16, ãë.II,�4])

(2) M1 ∈ P ′(M1 ×M1), ...,Mn ∈ P ′(Mn ×Mn).

Ïîëàãàåì â îòíîøåíèè ì/ï (1), ÷òî (Mj∩X0 = ∅ ∀j ∈ 1,n)&(Mp∩
Mq = ∅ ∀p ∈ 1,n ∀q ∈ 1,n \ {p}).Èòàê, ì/ï (1) ïîïàðíî äèçúþíêò-
íû è íå ñîäåðæàò òî÷åê èç X0.



Ïîëàãàåì, ÷òî ñåìåéñòâî

(3) M △
= {Mi : i ∈ 1,n} ∈ P ′(Fin(X))

âñåõ ì/ï ïîäëåæèò ïîñåùåíèþ ñî ñòàðòîì â X0. Î÷åðåäíîñòü ïðè
ýòîì ìîæåò âûáèðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî â ïðåäåëàõ ìíîæåñòâà P ∈
P ′(P), ãäå P △

= (bi)[1,n]. Ýëåìåíòû P � ïåðåñòàíîâêè ÄÈ 1,n �
íàçûâàåì äîïóñòèìûìè ìàðøðóòàìè, ñëåäóÿ òðàäèöèè ÇÊ. Èòàê,
âûáîð ìàðøðóòà ñòåñíåí îãðàíè÷åíèåì â âèäå íåïóñòîãî ìíîæåñòâà
P, P ⊂ P. Ïîíèìàÿ ïîä òðàåêòîðèÿìè âàðèàíòû ïîñåùåíèÿ îòíîøå-

íèé (2), ââåäåì ïðåäâàðèòåëüíî Z
△
= (X ×X)0,n. Òîãäà ïðè x ∈ X0

è α ∈ P èìååì ïó÷îê
(4)

Zα[x]
△
= {z ∈ Z | (z(0) = (x, x))&(z(t) ∈ Mα(t) ∀ t ∈ 1,n)} ∈ Fin(Z).



Åñëè x ∈ X0, òî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íàõîäÿòñÿ è ìàðøðóò
α ∈ P, è òðàåêòîðèÿ èç ìíîæåñòâà (4). Â ýòîé ñâÿçè ïðè x ∈ X0

ðàññìàòðèâàåì

(5) D̃[x]
△
= {(α, z) ∈ P× Z | z ∈ Zα[x]} ∈ Fin(P× Z)

â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ÄÐ) ñ ôèêñèðîâàííûì
ñòàðòîì x. Íàêîíåö, òðèïëåòû èç ìíîæåñòâà

(6) D
△
= {(α, z, x) ∈ P×Z×X0 | (α, z) ∈ D̃[x]} ∈ Fin(P×Z×X0)

íàçûâàåì ìàðøðóòíûìè ïðîöåññàìè (ÌÏ). Îïòèìèçàöèÿ àääèòèâ-
íîãî êðèòåðèÿ â êëàññå ÌÏ ÿâëÿåòñÿ íàøåé öåëüþ.



Ïðè j ∈ 1,n èìååì Mj
△
= {pr1(z) : z ∈ Mj} ∈ Fin(Mj) è Mj

△
=

{pr2(z) : z ∈ Mj} ∈ Fin(Mj) â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ, ýëåìåíòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûå ïóíêòû ïðèáûòèÿ è îòïðàâëåíèÿ äëÿ
ì/ï Mj; Mj ⊂ Mj ×Mj. Òîãäà

(7) X △
=

n⋃
i=1

Mi ∈ Fin(X), M̄
△
=

n⋃
i=1

Mi,X
△
= M̄ ∪X0 ∈ Fin(X)).

Ñ ó÷åòîì (7) ïîëàãàåì çàäàííûìè ôóíêöèè ñòîèìîñòè (ÔÑ)
(8)
c̄ ∈ R+[X×X×N], c1 ∈ R+[M1×N], ..., cn ∈ R+[Mn×N], f ∈ R+[M̄],

ãäå N
△
= P ′(1,n); ìíîæåñòâà � ýëåìåíòû N � íàçûâàåì ñïèñêàìè.



Òîãäà ïðè x ∈ X0, α ∈ P è (zt)t∈0,n ∈ Zα[x] èìååì àääèòèâíûé
êðèòåðèé
(9)

C̄α[(zt)t∈0,n]
△
=

n∑
t=1

[c̄(pr2(zt−1), pr1(zt), α
1(t,n)) + cα(t)(zt, α

1(t,n))]

+ f (pr2(zn)).

Çíà÷åíèÿ c̄ â (8) îöåíèâàþò âíåøíèå ïåðåìåùåíèÿ, çíà÷åíèÿ c1, . . . , cn
� ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ ïîñåùåíèåì ìåãàïîëèñîâ, à çíà÷åíèÿ f � òåð-
ìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëó÷àþùåãîñÿ ÌÏ (α, (zt)t∈0,n, x). Â êà÷åñòâå
îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåì çäåñü çàäà÷ó

(10) C̄γ[z] −→ min, (γ, z, x) ∈ D,



êîòîðîé ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýêñòðåìóì V ∈ R+ è íåïóñòîå ýêñòðå-
ìàëüíîå ìíîæåñòâî SOL:

(11) V
△
= min

(γ,z,x)∈D
C̄γ[z] ∈ R+,

(12) SOL
△
= {(γ, z, x) ∈ D | C̄γ[z] = V} ∈ P ′(D).

Êðîìå òîãî, ïðè x ∈ X0 âîçíèêàåò çàäà÷à ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàð-
òîì

(13) C̄α[z] −→ min, (α, z) ∈ D̃[x],

êîòîðîé ñîïîñòàâëÿþòñÿ ýêñòðåìóì V [x] ∈ R+ è íåïóñòîå ýêñòðå-
ìàëüíîå ìíîæåñòâî (sol)[x]:

(14) V [x]
△
= min

(γ,z)∈D̃[x]
C̄α[z] ∈ R+,

(15) (sol)[x]
△
= {(γ, z) ∈ D̃[x] | C̄α[z] = V [x]} ∈ Fin(D̃[x]).



Òîãäà V åñòü (ñì.(6)) íàèìåíüøåå èç V [x], x ∈ X0. Â ýòîé ñâÿçè
ñîïîñòàâèì çàäà÷å

(16) V [x] −→ min, x ∈ X0,

ýêñòðåìàëüíîå ìíîæåñòâî X0
opt

△
= {x ∈ X0 | V [x] = V}. Çàìåòèì,

÷òî ïðè x ∈ X0
opt è (α, z) ∈ (sol)[x] íåïðåìåííî (α, z, x) ∈ SOL.

Ðàññìîòðèì íàáîð ÔÑ (8) ñ îäíèì èçìåíåíèåì: ôèêñèðóåì äàëåå
c ∈ R+[X×X×N] è ðàññìàòðèâàåì êîðòåæ ÔÑ â êà÷åñòâå áàçîâîãî
(17)
c ∈ R+[X×X×N], c1 ∈ R+[M1×N], ..., cn ∈ R+[Mn×N], f ∈ R+[M̄]

Ïðåäïîëàãàåì, êðîìå òîãî, ÷òî ÌÏ (γ, z, x) ∈ D äîëæåí óäîâëå-
òâîðÿòü îãðàíè÷åíèþ

(18) c(pr2(z(t− 1)), pr1(z(t)), γ
1(t,n)) ⩽ d ∀ t ∈ 1,n,

ãäå d ∈] 0,∞ [ � çàäàííûé äîïóñê.



Çàìå÷àíèå 3.1 Îòìåòèì îäèí ïðîñòîé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè,
ñâÿçàííûé èäåéíî ñ àâèàöèîííîé ëîãèñòèêîé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ì/ï â (1) êàê ñèñòåìû íàñåëåííûõ ïóíêòîâ (ÍÏ), ñâÿçàííûõ âîçìîæ-
íîñòüþ ïðîèçâîëüíûõ ïåðåìåùåíèé (ìåæäó ÍÏ ìåãàïîëèñà) íàçåì-
íûì òðàíñïîðòîì. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè X = R×R çíà÷åíèÿ ôóíêöèé
c â (17) çàäàþòñÿ åâêëèäîâûìè ðàññòîÿíèÿìè, îïóñêàÿ äëÿ ïðîñòîòû
çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé. Ôóíêöèè c1, . . . , cn, f â (17) ïîëàãà-
åì (äëÿ ïðîñòîòû) òîæäåñòâåííî ðàâíûìè íóëþ. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåì
çàäàííûì K ∈ P(1,n× 1,n), äëÿ êîòîðîãî

(19) ∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0 : pr1(z
0) ̸= pr2(z) ∀z ∈ K



Èìååì â äàííîì çàìå÷àíèè, ÷òî (ñì.[18, ðàçäåë 2.3])

(20) P
△
= {α ∈ P | α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ K} ∈ P ′(P);

â (22) èñïîëüçîâàíû ò.í. óñëîâèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ. Ïðè ýòîì ó/ï èç
K íàçûâàåì àäðåñíûìè; ó êàæäîé àäðåñíîé ïàðû ïåðâûé ýëåìåíò
íàçûâàåì îòïðàâèòåëåì, à âòîðîé � ïîëó÷àòåëåì. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïî-
ñðåäñòâîì àäðåñíûõ ïàð çàäàåòñÿ äèðåêòèâíî íàáîð òðåáîâàíèé â
÷àñòè ãðóçîïåðåâîçîê. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïîñåùåíèå ì/ï îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ òðàíñïîðòíûì ñðåäñòâîì (ÒÑ); ÒÑ ìîæåò áûòü ñàìîëåòîì,
âåðòîëåòîì èëè áåñïèëîòíûì àâèàöèîííûì ñðåäñòâîì (ÁÀÑ). Óñëî-
âèå (18) ìîæåò áûòü â äàííîì ñëó÷àå ñâÿçàíî ñ îãðàíè÷åíèåì íà
äàëüíîñòü áåñïîñàäî÷íîãî ïåðåëåòà (ñëåäñòâèå äåôèöèòà òîïëèâà).
Ìû ïîëàãàåì â ïðèìåðå, ÷òî Mj = {(x, x) : x ∈ Mj} ïðè j ∈ 1,n.
Èòàê, íàøå ÒÑ ïî ïðèáûòèè â ì/ï ïåðåçàãðóæàåòñÿ, îñóùåñòâëÿåò
çàïðàâêó òîïëèâîì è îòïðàâëÿåòñÿ ê ñëåäóþùåìó ì/ï.



Âåðíåìñÿ ê îáùåé ïîñòàíîâêå ñ ÔÑ (17). Îòìåòèì, ÷òî

a
△
= max

h∈X×X×N
c(h) ∈ R+,(21)

a1
△
= max

h∈M1×N
c1(h) ∈ R+, . . . , an

△
= max

h∈Mn×N
cn(h) ∈ R+,

an+1
△
= max

x∈M̄
f (x) ∈ R+;

ïîëó÷àåì, êàê ñëåäñòâèå, ÷òî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå

(22) A
△
= an +

n+1∑
i=1

ai ∈ R+.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì A ∈ R+ ñî ñâîéñòâîì A < A; ÷èñëî A (22) áó-
äåì èñïîëüçîâàòü ïðè ââåäåíèè øòðàôîâ êàê àíàëîã áåñêîíå÷íîñòè.



Â âèäå

(23) C
△
= {h ∈ X× X×N | d < c(h)}

èìååì ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì çíà÷åíèÿ ÔÑ c áóäóò èçìåíåíû: ïîëà-
ãàåì

(24) (c̄(h)
△
= A ∀h ∈ C)&(c̄(h)

△
= c(h) ∀h ∈ (X× X×N) \C).

Ñ ó÷åòîì (24) ìû ïîëó÷àåì âàðèàíò (8), äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçóþòñÿ
(9) � (16). Â òî æå âðåìÿ ó íàñ ïðè x ∈ X0, α ∈ P è z ∈ Zα[x]
îïðåäåëåíî
(25)

Cα[z]
△
=

n∑
t=1

[c(pr2(z(t− 1)), pr1(z(t)), α
1(t,n)) + cα(t)(z(t), α

1(t,n))]

+ f (pr2(zn)) ∈ R+.



Åñëè x ∈ X0 è γ ∈ P, òî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî
(26)

Z0
γ[x]

△
= {z ∈ Zγ[x] | c(pr2(z(t−1)), pr1(z(t)), γ

1(t,n)) ⩽ d ∀ t ∈ 1,n}
(âûäåëåíû òðàåêòîðèè, ñîáëþäàþùèå óñëîâèå (18)). ßñíî, ÷òî ïðè
x ∈ X0, γ ∈ P è z ∈ Z0

γ[x]

(27) Cγ[z] = C̄γ[z].

Â òî æå âðåìÿ â ñèëó (24), (26) ïðè x ∈ X0, γ ∈ P, z ∈ Zγ[x]\Z0
γ[x]

èìååì, ÷òî

(28) ∃ t ∈ 1,n : c̄(pr2(z(t− 1)), pr1(z(t)), γ
1(t,n)) = A.



Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì (ñì.(22)), ÷òî

(29) (∃ x ∈ X0 ∃ γ ∈ P : Z0
γ[x] ̸= ∅) ⇐⇒ (V < A).

Ó÷èòûâàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (29) â âîïðîñå î ðàçðåøèìîñòè (îñíîâ-
íîé) çàäà÷è
(30)
Cα[z] −→ min, (α, z, x) ∈ D, c(pr2(z(t−1)), pr1(z(t)), α

1(t,n)) ⩽ d ∀ t ∈ 1,n,

ðàññìàòðèâàåì äàëåå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñëó÷àé, êîãäà V < A.



Òîãäà â ñèëó (17) ∃ x ∈ X0 ∃ γ ∈ P : Z0
γ[x] ̸= ∅. Ñ ó÷åòîì ýòîãî

ïîëàãàåì, ÷òî

(31) D̃0[x]
△
= {(γ, z) ∈ P× Z | z ∈ Z0

γ[x]} ∈ P(P× Z) ∀ x ∈ X0.

ßñíî, ÷òî X̃0 △
= {x ∈ X0 | D̃0[x] ̸= ∅} ∈ P ′(X0) è, â ÷àñòíîñòè,

X̃0 ∈ Fin(X). Ïîíÿòíî (ñì.(5), (26), (31)), ÷òî D̃0[x] ⊂ D̃[x] ïðè
x ∈ X̃0. Ïóñòü

(32) V 0 △
= min

x∈X̃0
min

(γ,z)∈D̃0[x]
Cγ[z].

Ïðåäëîæåíèå 1 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî V 0 = V.



Îðèåíòèðóÿñü íà èñïîëüçîâàíèå (32), ïîëó÷àåì
(33)

D0 △
= {(γ, z, x) ∈ P× Z× X̃0 | (γ, z) ∈ D̃0[x]} ∈ P ′(P× Z× X̃0).

Èç (32) è (33) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(34) V 0 = min
(γ,z,x)∈D0

Cγ[z];

(35) SOL0 △
= {(γ, z, x) ∈ D0 | Cγ[z] = V 0} ∈ P ′(D0)

(äåéñòâèòåëüíî, D0 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî). Ñðàâíèì (12) è (35).
Ïðåäëîæåíèå 2 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî SOL0 = SOL.



Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé (30) ìîæíî íàìåòèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì íà
ôóíêöèîíàëüíîì óðîâíå.
1) Èñïîëüçóÿ (24), ò.å. ñèñòåìó øòðàôîâ, ñâåñòè ïîñòàíîâêó ê (10),

â êîòîðîé îãðàíè÷åíèå (18) îòñóòñòâóåò.
2) Ðåøèòü çàäà÷ó (10) â êîíêðåòèçàöèè (24), ïîñëå ÷åãî ñðàâíèòü

ïîëó÷èâøååñÿ çíà÷åíèå ýêñòðåìóìàV ñ A. Åñëè A ⩽ V, òî (ñì.(29))
ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î íåðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (30); ïðè ýòîì ó÷è-
òûâàþòñÿ (26), (29). Â ñëó÷àå V < A, ïîñòðîåíèå ïðîäîëæèòü.
3) Ïðèíÿòü V â êà÷åñòâå ýêñòðåìóìà çàäà÷è (30), ó÷èòûâàÿ ïðåä-

ëîæåíèÿ 1,2 è (34). Íàéäåííûé ðàíåå ÌÏ èç SOL (12) ïðèíÿòü â
êà÷åñòâå ðåøåíèÿ çàäà÷è (30), èìåÿ â âèäó ïðåäëîæåíèå 1.



Çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè ñ ýëåìåíòàìè äåêîìïîçèöèè

Èòàê, ïîëàãàåì äàëåå, ÷òî n ⩾ 4, ò.å. n ∈ −−→
4,∞, à M (3) ðàçáèòî â

ñóììó êëàñòåðîâM1, . . . Mr, ãäå r ∈
−−→
2,∞. Ïóñòü äàííîå ðàçáèåíèå

ðåàëèçîâàíî ïîñðåäñòâîì ðàçáèåíèÿ ÄÈ 1,n: ïîëàãàåì çàäàííûìè
N0 ∈ 0,n, N1 ∈ 0,n, . . . Nr ∈ 0,n ñî ñâîéñòâàìè

(36) (N0 = 0)&(Nr = n)&(Ns + 2 ⩽ Ns+1 ∀ s ∈ 0, r − 1).

Ïóñòü Ij
△
= Nj−1 + 1, Nj è Mj

△
= {Mt : t ∈ Ij} ïðè j ∈ 1, r. Òî-

ãäà {Ij : j ∈ 1, r} åñòü ðàçáèåíèå ÄÈ 1,n è, êàê ñëåäñòâèå (ñì.(1)),
{Mj : j ∈ 1, r} åñòü ðàçáèåíèåM. ÊëàñòåðûM1, . . . Mr ïîäëåæàò
îáñëóæèâàíèþ â èõ åñòåñòâåííîé óïîðÿäî÷åííîñòè: ñíà÷àëàM1, çà-
òåìM2 è ò.ä. Îáñëóæèâàíèå êàæäîãî êëàñòåðà ñîñòîèò â ïîñåùåíèè
âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ì/ï ñ âîçìîæíûì âûïîëíåíèåì ðàáîò, èìåíó-
åìûõ âíóòðåííèìè.



Çàìå÷àíèå 4.1.

Ñåé÷àñ ðàññìîòðèì ðàçâèòèå ïðèìåðà â çàìå÷àíèè 3.1. Èòàê, ïðè
X = R × R è ôóíêöèè c (17), îïðåäåëÿåìîé ñèñòåìîé åâêëèäî-
âûõ ðàññòîÿíèé, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êëàñòåðû M1, . . . Mr îòâå÷àþò
îòäåëüíûì ðåãèîíàì, êîòîðûå íàøå ÒÑ (íàïðèìåð, ÁÀÑ) äîëæíî
îáñëóæèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî ñ ó÷åòîì èõ îñîáåííîñòåé. Êàê è â
çàìå÷àíèè 3.1, ïðåäïîëàãàåì ñåé÷àñ çàíóëåíèå c1, . . . , cn, f è äèà-
ãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó îòíîøåíèé M1, . . . Mr. Åäèíûå îãðàíè÷åíèÿ
ïðåäøåñòâîâàíèÿ çàìåíèì ñåé÷àñ ñèñòåìîé �ìåñòíûõ� îãðàíè÷åíèé,
ôîðìèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ìíîæåñòâ K1, . . . Kr, ýëåìåíòàìè êîòî-
ðûõ ÿâëÿþòñÿ àäðåñíûå ïàðû. Ñìûñë d-îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
çàìå÷àíèþ 3.1. Öåëü èññëåäîâàíèÿ ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé
íàèñêîðåéøåãî ïîñåùåíèÿ âñåõ ì/ï. Îòìåòèì, îäíàêî, îäíî âîçìîæ-
íîå óñëîæíåíèå ïîñòàíîâêè: èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå c ôóíêöèè ñ
çàâèñèìîñòüþ îò ñïèñêà çàäàíèé ìîæåò ïîìî÷ü â âîïðîñàõ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ó÷åòîì çàãðóçêè ÒÑ, ÷òî âëèÿåò íà ðåæèì ïîëåòà. □



Íàïîìíèì, ÷òî P = (bi)[1,n]. Ôèêñèðóåì

(37) (Kj)j∈1,r ∈
r∏

j=1

P(1, Nj −Nj−1 × 1, Nj −Nj−1);

ïðè s ∈ 1, r ó/ï èçKs,Ks ⊂ 1, Ns −Ns−1×1, Ns −Ns−1, íàçûâàåì
àäðåñíûìè. Ïóñòü
(38)
∀ j ∈ 1, r ∀K0 ∈ P ′(Kj) ∃ z0 ∈ K0 : pr1(z

0) ̸= pr2(z) ∀ z ∈ K0;

â [18, ÷àñòü 2] óêàçàíû êîíêðåòíûå âàðèàíòû ðåàëèçàöèè (38). Ïðè
j ∈ 1, r ïîëó÷àåì, ÷òî
(39)

Aj
△
= {α ∈ Pj| α−1(pr1(z)) < α−1(pr2(z)) ∀z ∈ Kj} ∈ P ′(Pj),

ãäå Pj
△
= (bi)[1, Nj −Nj−1]; â ñâÿçè ñî ñâîéñòâîì íåïóñòîòû Aj (39)

ñì.[18, ÷àñòü 2].



Ïðè k ∈ 1, r è (αj)j∈k,r ∈
r∏

j=k
Aj îïðåäåëÿåì ïåðåñòàíîâêó ♢r

j=kαj ∈

P(k) ÄÈ Nk−1 + 1,n óñëîâèÿìè: ∀ s ∈ k, r ∀ t ∈ Is

(40) (♢r
j=kαj)(t)

△
= αs(t−Ns−1) +Ns−1.

ßñíî, ÷òî ïðè k ∈ 1, r â âèäå

(41) A(k) △= {♢r
j=kαj : (αj)j∈k,r ∈

r∏
j=k

Aj}

èìååì íåïóñòîå ìíîæåñòâî.



Â ñâÿçè ñ (40), (41) âàæåí ñëó÷àé k = 1: â âèäå

(42) A △
= A(1) = { ♢r

j=1αj : (αj)j∈1,r ∈
r∏

j=1

Aj} ∈ P ′(P)

èìååì ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîçèöèîííûõ ìàðøðóòîâ. Ïîëàãàåì â äàëü-
íåéøåì, ÷òî

(43) P
△
= A.

Ïîñðåäñòâîì (4) îïðåäåëåíû òðàåêòîðèè. Ñåé÷àñ, îäíàêî, èìååò ñìûñë
(êàê è â ñâÿçè ñ (43)) ïðåäñòàâèòü (8) êàê âàðèàíò áîëåå îáùåé êîí-
ñòðóêöèè, äëÿ âåäåíèÿ êîòîðîé íàì ïîíàäîáÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå
êîíå÷íûå ï/ì X è X ×X . Ñíà÷àëà ââåäåì ïðè j ∈ 1, r ìíîæåñòâî

(44) K̃j
△
= {pr1(z) : z ∈ Kj} ∈ P(1, Nj −Nj−1).

Ñ ó÷åòîì (44) è îïðåäåëåíèé ðàçäåëà 2 ïîëàãàåì, ÷òî
(45)

(X0
1
△
= X0)&(X0

j
△
=

⋃
k∈1,Nj−1−Nj−2\K̃j−1

MNj−2+k ∀ j ∈ 2, r + 1),



Ïîëó÷àåì â âèäå (X0
j )j∈1,r ñòàðòîâûå ìíîæåñòâà ÷àñòè÷íûõ çàäà÷.

Ïðè ýòîì X0
j ∈ P ′(X) äëÿ j ∈ 1, r (ñì.[18, �4.9]); ó÷èòûâàåì (7). Äà-

ëåå, ïóñòü Z̃j
△
= (X ×X)0,n−Nj−1 ïðè j ∈ 1, r; ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî

êîðòåæåé â X ×X . Òîãäà ïðè k ∈ 1, r, x ∈ X0
k è α ∈ A(k)

Zk(x;α)
△
= {z ∈ Z̃k | (z(0) = (x, x))(46)

&(z(t−Nk−1) ∈ Mα(t) ∀ t ∈ Nk−1 + 1,n)} ∈ Fin(Z̃k).

Ïðè k ∈ 1, r è x ∈ X0
k èìååì ìíîæåñòâî

(47) Dk[x]
△
= {(α, z) ∈ A(k)× Z̃k | z ∈ Zk(x;α)} ∈ Fin(A(k)× Z̃k).



Ñëó÷àé k = 1 îñîáåííî âàæåí: ïðè x ∈ X0
1 è α ∈ A èìååì â ñèëó

(4), (42), (43), ÷òî x ∈ X0, α ∈ P è Zα[x] = Z1(x;α). Êðîìå òîãî,
ïðè x ∈ X0 ñ ó÷åòîì (4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(48) D̃[x] = D1[x]

äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ÄÐ ðàçäåëà 2 â çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííûì ñòàð-
òîì. Íàêîíåö, èç (6) è (48) âûòåêàåò, ÷òî
(49)
D = {(α, z, x) ∈ P× Z×X0 | (α, z) ∈ D1[x]} ∈ Fin(P× Z×X0)

åñòü ìíîæåñòâî âñåõ êîìïîçèöèîííûõ ÌÏ â çàäà÷å (10). Ìû ñëåäó-
åì ïðèíÿòûì ñîãëàøåíèÿì îòíîñèòåëüíî ÔÑ (8); èñïîëüçóåì òàê-
æå êîíêðåòèçàöèþ (24). Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó
(30). Îäíàêî, ñ ó÷åòîì (29) è ïðåäëîæåíèé 3.1 � 3.2 âñå ñâîäèò-
ñÿ ê âàðèàíòó (10). Ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ðåøåíèè ïîñëåäíåé
çàäà÷è ïðè óñëîâèè (43). Èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèè, êàñàþùèåñÿ ïðè-
ìåíåíèÿ ðàçäåëüíîãî ÄÏ â ñõåìå ñ äåêîìïîçèöèåé. Îòìåòèì, ÷òî â
[20, 21] ïðèâåäåíî ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå îïòèìàëüíîñòè ïðåäëîæåí-
íîãî àëãîðèòìà äëÿ ñëó÷àÿ r = 2.



×àñòè÷íûå çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè óìåðåííîé ðàçìåðíîñòè, îò-
âå÷àþùèå îáñëóæèâàíèþ êàæäîãî èç ñåìåéñòâ Mj, j ∈ 1, r. Ïðè

j ∈ 1, r ïîëàãàåì Z
♮
j = (X × X)0,Nj−Nj−1; ïðè x ∈ X0

j è α ∈ Aj
ìíîæåñòâî

Z♮
j,α[x]

△
= {z ∈ Z

♮
j | (z(0) = (x, x))(50)

&(z(t) ∈ MNj−1+α(t)
∀ t ∈ 1, Nj −Nj−1)} ∈ Fin(Z

♮
j)

(ïó÷îê òðàåêòîðèé) òàêîâî, ÷òî

(51) pr2(zNj−Nj−1
) ∈ X0

j+1 ∀ (zt)t∈0,Nj−Nj−1
∈ Z♮

j,α[x].

Â òåðìèíàõ (50), (51) ïðè j ∈ 1, r è x ∈ X0
j ðàññìàòðèâàåì

(52) D♮
j[x]

△
= {(α, z) ∈ Aj × Z

♮
j | z ∈ Z♮

j,α[x]} ∈ Fin(Aj × Z
♮
j) :

ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé (ÄÐ) çàäà÷è îáñëóæèâàíèÿ ì/ï èç
Mj ñî ñòàðòîì â x.



Ïóñòü N
♮
j

△
= P ′(1, Nj −Nj−1) ïðè j ∈ 1, r; ââåäåíû ñåìåéñòâà

ñïèñêîâ â ÷àñòè÷íûõ çàäà÷àõ. Ïðè K ∈ P ′(N) è m ∈ N0 èìååì, ÷òî

K ⊕m
△
= {k +m : k ∈ K} ∈ P ′(N). Òîãäà

(53) K ⊕Nj−1 ∈ P ′(Ij) ∀ j ∈ 1, r ∀K ∈ N
♮
j.

Äëÿ ïîñëåäóþùåãî ââåäåíèÿ ÔÑ â ÷àñòè÷íûõ çàäà÷àõ ïîëàãàåì ïðè
j ∈ 1, r

(X♮
j
△
=

⋃
t∈Ij

Mt)&(X
♮
j
△
= (

⋃
t∈Ij

Mt) ∪X0
j ),

ïîëó÷àÿ íåïóñòûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, X♮
j ⊂ X è X

♮
j ⊂ X (ñì.(7)).



Ïåðåõîäÿ ê ÔÑ ÷àñòè÷íûõ çàäà÷, ïîëàãàåì ïðè j ∈ 1, r ÔÑ c̄
♮
j ∈

R+[X
♮
j × X♮

j ×N
♮
j] åñòü

c̄
♮
j(x, y,K) = c̄(x, y, (K ⊕Nj−1) ∪Nj + 1,n)(54)

∀ x ∈ X
♮
j, ∀ y ∈ X♮

j ∀K ∈ N
♮
j).

Äàëåå, ïðè j ∈ 1, r è k ∈ 1, Nj −Nj−1 ÔÑ c
♮
j,k ∈ R+[MNj−1+k×N

♮
j]

òàêîâà, ÷òî

(55) c
♮
j,k(z,K)

△
= cNj−1+k(z, (K ⊕Nj−1) ∪Nj + 1,n)

Íàðÿäó ñ (54), (55) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîäîáíî (9) òå èëè èíûå
òåðìèíàëüíûå êîìïîíåíòû àääèòèâíûõ êðèòåðèåâ ÷àñòè÷íûõ çàäà÷.
Äëÿ áîëüøåé êðàòêîñòè ïîëàãàåì ïðè j ∈ 1, r è k ∈ 1, Nj −Nj−1,
÷òî

(M
(j)
k = MNj−1+k)&(M

(j)
k

△
= MNj−1+k)(56)

&(M
(j)
k

△
= MNj−1+k)&(M

(j)
k

△
= MNj−1+k).



Èñïîëüçóÿ (56), ïîëàãàåì, ÷òî ïðè j ∈ 1, r

(57) M̄j
△
=

Nj−Nj−1⋃
k=1

M
(j)
k .

Ñ ó÷åòîì (56), (57) ïîëàãàåì ïðè j ∈ 1, r, g ∈ R+[M̄j], x ∈ X0
j ,

α ∈ Aj è z ∈ Z♮
j,α[x], ÷òî

(58)

Ĉ
(j)
α [z | g] △=

Nj−Nj−1∑
t=1

[c̄
♮
j(pr2(z(t− 1)), pr1(z(t)), α

1(t, Nj −Nj−1))

+ c
♮
j,α(t)

(z(t), α1(t, Nj −Nj−1))] + g(pr2(z(Nj −Nj−1))).



Ñ ó÷åòîì (58) ïîëó÷àåì ïðè j ∈ 1, r, x ∈ X0
j è g ∈ R+[M̄j] çàäà÷ó

(59) Ĉ
(j)
α [z | g] −→ min, (α, z) ∈ D♮

j[x],

äëÿ êîòîðîé îïðåäåëåíû ýêñòðåìóì V̂♮
j[g; x] è ýêñòðåìàëüíîå ìíîæå-

ñòâî (Sol)
♮
j[g; x]:

(60) V̂♮
j[g; x]

△
= min

(α,z)∈D♮
j[x]

Ĉ
(j)
α [z | g] ∈ R+,

(61)

(Sol)
♮
j[g; x]

△
= {(α, z) ∈ D♮

j[x] | Ĉ
(j)
α [z | g] = V̂♮

j[g; x]} ∈ P ′(D♮
j[x]).

Òåðìèíàëüíûå êîìïîíåíòû êðèòåðèåâ (58) îïðåäåëÿåì èíäóêòèâíî,
íà÷èíàÿ ñî ñëó÷àÿ j = r.



Îïðåäåëåíà ÔÑ f̄
△
= (f | M̄r) ∈ R+[M̄r] (ñì.(7), (8)). Ïîëàãàåì

vr
△
= f̄ , ïîëó÷àÿ vr ∈ R+[M̄r]. Äàëüíåéøèå îïðåäåëåíèÿ ðåàëèçóþò-

ñÿ ïî ïðàâèëó: åñëè j ∈ 2, r è ôóíêöèÿ vj ∈ R+[M̄j] óæå èçâåñòíà,
òî vj−1 ∈ R+[M̄j−1] îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè
(62)

(vj−1(x)
△
= V̂

♮
j [vj; x] ∀ x ∈ X0

j )&(vj−1(x)
△
= 0 ∀ x ∈ M̄j−1 \X0

j).

(ëåãêî âèäåòü, ÷òî X0
j ⊂ M̄j−1 ïðè j ∈ 2, r + 1; ñì.[?, (8.6)]). Èòàê,

íàìå÷åíà ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà (vr = f̄ ) −→ vr−1 −→ . . . −→
v1. Óïîìÿíóòûå ôóíêöèè vj, j ∈ 1, r, èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå òåðìè-
íàëüíûõ êîìïîíåíòîâ â (58): g = v1, g = v2, . . . , g = vr. Ìû èìååì

òàêæå v0
△
= (V̂♮

1[v1; x])x∈X0 ∈ R+[X
0], ïîëó÷àÿ çàäà÷ó

(63) v0(x) −→ min, x ∈ X0,



ñ ýêñòðåìóìîì V0 è ýêñòðåìàëüíûì ìíîæåñòâîì X0
opt:

(64) V0
△
= min

x∈X0
v0(x) = min

x∈X0
V̂
♮
1 [v1; x] ∈ R+,

(65) X0
opt

△
= {x ∈ X0 | v0(x) = V0} ∈ P ′(X0).

Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå â ÷àñòè÷íûõ çàäà÷àõ, 1

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è (59) â òîì åå âàðèàíòå, êîòîðûé ñîîò-
âåòñòâóåò ðåêóððåíòíîìó ïîñòðîåíèþ v1, . . . , vr. Èòàê, ôèêñèðóåì
j ∈ 1, r â íàñòîÿùåì ðàçäåëå; ðå÷ü ïîéäåò î çàäà÷å (59), ãäå g îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì vj. Èòàê, ïîëàãàåì â (59), ÷òî g = vj, ïðèõîäÿ
ê (60), (61) â äàííîé êîíêðåòèçàöèè. Íàïîìíèì ñîâñåì êðàòêî ïðî-
öåäóðó [?, �11], èìåÿ ñâîåé áëèæàéøåé çàäà÷åé ïîñòðîåíèå vj−1, äëÿ

÷åãî äîñòàòî÷íî (ñì.(62)) îïðåäåëèòü V̂
♮
j[vj; x] ∈ R+ ïðè x ∈ X0

j .

Èòàê, ìû îðèåíòèðóåìñÿ íà ïîñòðîåíèå ôóíêöèè

(66) V̂♮
j[vj; ·]

△
= (V̂♮

j[vj; x])x∈X0
j
∈ R+[X

0
j ],

ñ÷èòàÿ èçâåñòíîé vj.



ââîäèì

v
♮
j,0 ∈ R+[D

♮
j,0], v

♮
j,1 ∈ R+[D

♮
j,1], . . . v

♮
j,Nj−Nj−1

∈ R+[D
♮
j,Nj−Nj−1

],

Â v
♮
j,0(x,∅) = vj(x) ïðè x ∈ X0

j+1; v
♮
j,0 èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà

(67) v
♮
j,0 −→ v

♮
j,1 −→ . . . −→ v

♮
j,Nj−Nj−1

,

ðåãóëÿðíûé øàã îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëîì: åñëè s ∈ 1, Nj −Nj−1 è

ôóíêöèÿ v
♮
j,s−1 ∈ R+[D

♮
j,s−1] óæå ïîñòðîåíà, òî

(68)
v
♮
j,s(x,K)

△
= min

t∈I♮j(K)

min
z∈M(s)

t

[c̄
♮
j(x, pr1(z), K)

+ c
♮
j,t(z,K) + v

♮
j,s−1(pr2(z), K \ {t})] ∀ (x,K) ∈ D

♮
j,s.



Èòàê (ñì. (68)), ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåäóðà (67), ôèíàëîì êîòîðîé áó-
äåò (66):

(69) v
♮
j,Nj−Nj−1

(x, 1, Nj −Nj−1) = V̂♮
j[vj; x] ∀ x ∈ X0

j .

Èñïîëüçóÿ (62) è (69), ìû îïðåäåëÿåì vj−1. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ äëÿ ðåçóëüòàòèâíîñòè âûøåóïîìÿíóòîé ïðîöåäóðû (67), ðå-
àëèçóþùé ïåðåõîä vj → vj−1, òðåáóåòñÿ, ÷òîáû Mj-çàäà÷à èìåëà
óìåðåííóþ ðåãóëÿðíîñòü.



Äàëåå, vr = f̄ è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðè x ∈ X0
r èìååì

(70) v(r)[x] = V̂♮
r[f̄ ; x] = V̂♮

r[vr; x],

(71) D(r)[x] = {([α], z) : (α, z) ∈ (Sol)
♮
r[f̄ ; x]}.

Â (70) èìååì ïðåäñòàâëåíèÿ �êðàéíèõ� ôóíêöèé ýêñòðåìóìà; ïîëà-

ãàåì äàëåå, ÷òî v(j)[·] △
= (v(j)[x])x∈X0

j
∈ R+[X

0
j ] ïðè j ∈ 1, r. Ñ

ó÷åòîì (62) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 4 Åñëè k ∈ 1, r − 1, òî èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(v(k+1)[x] = V̂♮
k+1[vk+1; x] ∀ x ∈ X0

k+1)

=⇒ (v(k)[x] = V̂♮
k[vk; x] ∀ x ∈ X0

k).



Òîãäà (ñì.ðàçäåë 5) èìååì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

(72) v(1)[x] = v0[x] = V̂♮
1[v1; x] ∀ x ∈ X0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èìååì, à ïîòîìó v0[x] = V [x] ïðè x ∈ X0. Êàê
ñëåäñòâèå,

(73) V0 = V

(ñì.(6), (14), (64)). Èç (65) è (73) ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

X0
opt = {x ∈ X0 | v0[x](74)

= V} = {x ∈ X0 | V [x] = V} = X0
opt ∈ P ′(X0);

ïîëó÷èëè (ñì.(16)) ýêñòðåìàëüíîå ìíîæåñòâî çàäà÷è (63). Èòàê, îï-
òèìàëüíîñòü ñòàðòà â îñíîâíîé çàäà÷å è åãî îïòèìàëüíîñòü â ÷àñòè÷-
íîé M1-çàäà÷å � ýêâèâàëåíòíûå ñâîéñòâà.
Ïîñëåäîâàòåëüíî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ. Äèíàìè÷åñêîå ïðî-

ãðàììèðîâàíèå â ÷àñòè÷íûõ çàäà÷àõ, 2



Îñíîâíîé àëãîðèòì.

1) Äëÿ çàäà÷è (30) â êîíêðåòèçàöèè (43) âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå
(24), ðåàëèçóþùåå âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó (10).
2) Â çàäà÷å (10) äëÿ j ∈ 1, r ïîñòðîèòü K̃j (44); ïðè j ∈ 1, r + 1

ïîñòðîèòü X0
j (45), ñîçäàâàÿ äëÿ ÷àñòè÷íîé Mj-çàäà÷è ìíîæåñòâî

âîçìîæíûõ òî÷åê ñòàðòà.
3) Äëÿ ÷àñòè÷íîé Mr-çàäà÷è ïîñòðîèòü ñóùåñòâåííûå ñïèñêè çà-

äàíèé, ñëîè ïîçèöèé è ñëîè ôóíêöèè Áåëëìàíà, ñëåäóÿ êîíñòðóê-

öèÿì �6 è ïîëàãàÿ vr = f̄ . Â âèäå v
♮
r,n−Nr−1

îïðåäåëèòü V̂♮
r[vr; ·] =

V̂♮
r[f̄ ; ·] (ñì.(66)).
4) Åñëè j ∈ 2, r − 1 è óæå ïîñòðîåíû vj+1 è V♮

j+1[vj+1; ·], îïðå-
äåëèòü vj, èñïîëüçóÿ ñõåìó (62). Çàòåì äëÿ ÷àñòè÷íîé Mj-çàäà÷è ñ
òåðìèíàëüíîé êîìïîíåíòîé àääèòèâíîãî êðèòåðèÿ â âèäå vj âûïîë-
íèòü ïîñòðîåíèå �6, ðåàëèçóþùèå ñëîè ïîçèöèé è ôóíêöèè Áåëë-
ìàíà. Â ôèíàëå ïîñòðîåíèé ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ýêñòðåìóìà Mj-
çàäà÷è.



5) Ïðîäåëàâ ïðîöåäóðó ïðåäûäóùåãî ýòàïà äëÿ âñåõ j ∈ 2, r − 1,
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ýêñòðåìóìà M2-çàäà÷è è òåðìèíàëüíóþ êîì-
ïîíåíòó êðèòåðèÿ M1-çàäà÷è â âèäå v1 (ñì.(62)). Ïîñëå ýòîãî èñ-
ïîëüçîâàòü ñõåìó �6 ïðè j = 1, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå ñëîåâ ïîçèöèé

è ôóíêöèè Áåëëìàíà. Â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëèòü V̂♮
1[v1; ·], ýêñòðåìóì

V0 è (ñì.(73)) V ∈ R+. Åñëè A ⩽ V, òî äåëàåòñÿ âûâîä î íåðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è (30). Â ñëó÷àå V < A ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæèòü è
âûáðàòü x0 ∈ X0

opt. Îïðåäåëåíî V 0 = V.

6) Ïðèíÿòü x0 â êà÷åñòâå òî÷êè ñòàðòà â ÷àñòè÷íîé M1-çàäà÷å;

x01
△
= x0. Ïîëàãàÿ j = 1 è x∗ = x0, ïîñòðîèòü îïòèìàëüíîå â M1-

çàäà÷å ÄÐ, ò.å. ó/ï (θ1, (y
(1)
i )i∈0,N1

) ∈ (Sol)
♮
1[v1;x

0].

7) Ïðèíÿòü pr2(y
(1)
N1

) â êà÷åñòâå òî÷êè ñòàðòà â M2-çàäà÷å: ïîëà-

ãàòü x02
△
= pr2(y

(1)
N1

). Ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ M2-çàäà÷è ñî ñòàðòîì

x02.



8) Åñëè k ∈ 1, r − 1 è óæå ïîñòðîåíû êîðòåæè

(x0j)j∈1,k ∈
k∏

j=1

X0
j , ((θj, (y

(j)
i )i∈0,Nj−Nj−1

))j∈1,k ∈
k∏

j=1

(Sol)
♮
j[vj;x

0
j]

ñî ñâîéñòâîì

x0j = pr2(y
(j)
Nj−1−Nj−2

) ∀ j ∈ 1, k \ {1}

ïðèíÿòü, ÷òî x0k+1
△
= pr2(y

(k)
Nk−Nk−1

), ïîëó÷àÿ x0k+1 ∈ X0
k+1. Ïðèìå-

íÿÿ âûøåèçëîæåííóþ ñõåìó ïðè j = k + 1 è x∗ = x0k+1, ïîñòðîèòü
îïòèìàëüíîå ÄÐ â Mk+1-çàäà÷å. ò.å.

(θk+1, (y
(k+1)
i )i∈0,Nk+1−Nk

)) ∈ (Sol)
♮
k+1[vk+1;x

0
k+1].



9) Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ âñåõ ÄÐ â ÷àñòè÷íûõ çàäà÷àõ, ò.å. ïîñëå ðåà-
ëèçàöèè

((θj, (y
(j)
i )i∈0,Nj−Nj−1

))j∈1,r ∈
r∏

j=1

(Sol)
♮
j[vj;x

0
j],

îñóùåñòâèòü ñêëåèâàíèå, ïîëó÷àÿ

ϑ
△
= ⋄rj=1θj ∈ A, y

△
= □r

j=1(y
(j)
i )i∈0,Nj−Nj−1

∈ Zϑ[x
0]

è, â âèäå (ϑ, y,x0) ∈ D, ÏÎ êîìïîçèöèîííûé ÌÏ, ò.å. (ϑ, y, x0) ∈
Dco; êàê ñëåäñòâèå, (ϑ, y, x

0) ∈ SOL, à ïîòîìó (ïðè óñëîâèèV < A)
(ϑ, y, x0) ∈ SOL0 â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2



Ìîäåëüíûé ïðèìåð Ðàññìîòðèì ðàçâèòèå ïðèìåðà, ïðèâåäåí-
íîãî â çàìå÷àíèÿõ 3.1 è 4.1, íà ñëó÷àé çàäà÷ îùóòèìîé ðàçìåð-
íîñòè è âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 1) � 9) äëÿ èõ ðåøå-
íèÿ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðå÷ü ïîéäåò î çàäà÷å �íóëåâîãî
ïðèáëèæåíèÿ�: ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé åâêëèäîâîé çàäà÷è íà ïëîñ-
êîñòè X = R × R, êîãäà çíà÷åíèÿ c îïðåäåëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè
ðàññòîÿíèÿìè, çàâèñèìîñòü îò ñïèñêà çàäàíèé îòñóòñòâóåò, îòíîøå-
íèÿM1, . . . ,Mn èìåþò äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó (ñì. çàìå÷àíèå 3.1),
ôóíêöèè c1, . . . cn, f òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ; îòíîñèòåëüíî ÒÑ
ïîëàãàåì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ýòî ÁÀÑ. Êàê è â çàìå÷àíèè 4.1,
ïîëàãàåì, ÷òî êëàñòåðû M1, . . . Mr ñîîòâåòñòâóþò îòäåëüíûì ðå-
ãèîíàì, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ñâîè îãðàíè÷åíèÿ ïðåäøåñòâîâàíèÿ, ðå-
àëèçóåìûå ïîñðåäñòâîì àäðåñíûõ ïàð èç ìíîæåñòâ K1, . . . ,Kr.
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